Opcién A
1A.- Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:

. 12
a. Calcule el valor de la integral: .[0” X-cos(x)dx . 1'25 ptos
] L x%+ 5x°
b. Halle las asintotas de la funcion: f(x) = 1 1'25 ptos
X -
Solucién
(a)

. 712
Calcule el valor de la integral: IO X-cos(x)dx.

Calculamos primero la integral indefinida:
u=x = du=dx
F(x) = [ x-cos(x)dx=

o< conn v <Jeasessente 5410380 = x50 (o) i

= x-sen(x) + cos(x) + K.

712
0

Luego .[Omzx-cos(x)dx = [x-sen(x) + cos(x)] = ((172)-sen(1v2) + cos(172) ) — ((0)-sen(0) + cos(0) ) =

=mw2- 1.
(b)
3 2
Halle las asintotas de la funcion: f(x) = %
X -

Sabemos que el dominio de f(x) es R — {solucionesdex 2-1=0}=R—{-1,1}.

Si limf(x) =« , larecta x =a es una asintota vertical de f(x).
X -a

3 2

Como |im f(x) = lim [ﬂ] - % _ i, larecta x=-1 esuna asintota vertical de lagr afica de f.

X - -1- X - -1- xX-1 OJr

3 2
Posicion relativa |im f(x) = lim XX ) _ 4 o .
X - =1+ X -1 X2_1 0

Como |j Cim [ X 5XE) 6 = i i 4 i

lim f(x) = lim 1 T larecta x =1 es una asintota vertical de lagra ficadef.

X -1- X -1- X -

3 2
Posicion relativa |im f(x) = lim [ﬂ] =5 e
X -1+ X -1+ X2_1 O*
La rectay = mx + n es una asintota oblicua (A.O.) de la funcién f(x) sii lim (f(x) - (mx+n)).
X — 00

f(x)
X
Las A.O. se pueden presentar en cocientes de polinomios con el numerador un grado mas que el denomi-

nador, y es lamismaen+ o y en - .
En cociente de polinomios rapidamente la A.O. se obtiene dividiendo numerador entre el denominador y la
asintota es el cociente.

En la practica m =lim y n=lim(f(x) - mx).

Réapidamente
x3+5x2 |[x2-1
-X3+X x+5 A.O.
5x2 + x
5x2+5
X+5

Vamos a comprobar quelaA.Oes y=mx+n=x+5

3 2 3
o= im T i XX [X_jzl

3

X - +00 X X — +00 X(Xz'l) _xﬂ+00 X
L e [ X+ 55X o X3HEA-xC+x . Bx®
n = lim (f(x) - (mx+n)) = x'le(W'l'Xj‘ e -, M e =5

LuegolaAOesy=x+5
Como es un cociente de polinomios es la misma en + o Yy en - o,y No tiene asintotas horizontales
en *co.



3 2
Como lim [X 251)( -1-xj =0", la grafica de f(x) estd por encimade la A.O.en  +o,

X - +00 X< -
[ x*+5x?
Como |Ir11°° ) -1.x | =0", la grafica de f(x) esta por encima de la A.O.en  -c.
1 21 2 20 -1 0
2A.- Dadas las matrices A=| 1 2 9|,B=|1 3 9|,C=|-3 -1
10 -3 5 10 -3 4 6 0
Se plantea la siguiente ecuacién matricial: X-A - Ct = X-B.
a. Justifigue razonadamente cudl es la dimension de la matriz X. 0’5 ptos
b. Halle la matriz X que cumple la ecuacion. 2 ptos
Solucién
(a)

Justifique razonadamente cudl es la dimension de la matriz X.

Tenemos X-Asxs - Claxs= X- Baxs, luego X tiene de orden 2x3 , pues para sumar matrices tienen que tener el
mismo orden (C! tiene 2x3) y para multiplicar matrices las columnas de la 12 tienen qué coincidir con las filas
de la 23, y el resultado del producto es filas de la 12 y columnas de la 22.

(b)

Halle la matriz X que cumple la ecuacion.

De X-A-C'=X-B - X-A-X-B=C -~ X-(A-B)=C.

1 2 11(2 2 0)(-1 0 1
SeaD=A-B=|1 2 9|-{1 3 9|={0 -1 0].
10 -3 5)({10 -3 4) (0 0 1
-1 0 1
Como det(D)=|D|=|A-B|=[{0 -1 0| =1 (producto de los elementos de la diagonal principal por ser una
0 0 1

1
matriz triangular), existe la matriz inversa D-1 = (A — B)-1 = D'=—-Adj(D)" .

D
De X:(A - B) = Ct = X-D = C!, multiplicando por la derecha por D-1 ternemos X-D-D* = C!.D! -
- X1=C,.D! - X=C.D%L

-1 01 -1 00 -1 01
Tenemos D=|{0 -1 O0|;|D|=1,D'=|0 -1 O|,AdjDY=]0 -1 0],
0 0 1 1 01 0 0 1
-1 01 -1 0 1
Al_Dl—ﬁAdj(D)—— 0 -10 LO -1 0.
0 0 1){0 0 1
-1 01
LuegoX:C‘-D'lz(1 3 6)- 0 10 :(1 3 5)
0 -1 0 010
0 01
x= -2A
3A.- Dadalarecta ri{y=2+A,ydado el plano t=x - 3y + 5z = 2.
z=2+A
a. ¢ Cual es la posicion relativa de la recta r y el plano ? 1’25 ptos

b. Calcular el plano 1T que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 1. 1'25 ptos
Solucién

@)

¢, Cual es la posicion relativa de la recta r y el plano m?



Un punto de la rectar es A(0, 2, 2) y un vector director el u = (-2, 1, 1).
Un vector normal del plano tes n = (1, -3, 5).

Como el producto escalar uen=(-2,1, 1)*(1,-3,5)=-2-3-5 =0, larectary el plano mtson paralelos.
Como (0)—-3(2) +5(2)=2esfalso ATy larectary el plano Tson paralelos y la recta no est4 con-
tenida en el plano.

(b)

Calcular el plano 1T que contiene a la rectar y es perpendicular al plano Tt

Para un plano 1T necesitamos un punto, es A(0O, 2, 2) (1T contiene a la recta r), y dos vectores independien-
tes, el u=(-2,1, 1) (1t contiene a larectar), y eln =(1, -3, 5) (1T es perpendicular a ).
X y-2 z-2|Adjuntos
El plano pedido es 1 =det(AX,u,n) = |2 1 1 | primera = x(5+3) — (y-2)(-10-1) + (z-2)(6-1) =
1 -3 5 fila
=8x+ 11y + 5z -32 =0.

4A.- Si una bombilla fluorescente presenta un 90% de posibilidades de tener una vida Gtil de al menos 800
horas, seleccionando 20 bombillas fluorescentes de este tipo, justificar si las siguientes afirmaciones son
ciertas:
a. Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, mas del 30% tienen una vida Util de al me-
nos 800 horas. 1 ptos
b. La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o menos NO tengan una duracién de al menos
800 horas es menor que 0'7. 1 ptos
c. El valor esperado de bombillas con una vida util de al menos 800 horas si se toma una muestra de
100 bombillas fluorescentes es igual a 10. 0'5 ptos
Solucién
(a)
Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, més del 30% tienen una vida Util de al menos 800
horas.

Recordamos que si realizamos n veces (20) un experimento en el que podemos obtener éxito, F (tener vida
Gtil de al menos 800 horas), con probabilidad p ( p(F) = 90% = 0'9) y fracaso, FC, con probabilidad q (q =
=1-p=1-09=01), diremos que estamos ante una distribucién binomial de parametros n y p, y lo repre-
sentaremos por B(n; p) .

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(n; p) = B(20; 0'9).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcién de probabilidad , viene dada por:

20
p(X = K) = (20 sobre k)-0'9 k.0'120-0 = ( ) J -0'9%. 0’10,
** (n sobre k) = (EJ = (nH/(k!.(n - K)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*

En nuestro caso piden ver si p(X =18) > 30% =03 .

20
Como p(X =18) = (18} .0'9%8.0'1@ = 02851798 < 0’3, es falso que p(X = 18) > 30%.
(b)
La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o0 menos NO tengan una duracion de al menos 800 ho-
ras es menor que 0'7.

La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o0 menos NO tengan una duracién de al menos 800 ho-
ras es menor que 0’7, es equivalente a que la probabilidad 18 bombillas o mas, sea menor que 0'7.

En nuestro caso piden ver si p(X =18) <0'7.
20 20 20

Como p(X 218) = -:0'918.0'1@ + 091901 + :0'9%0.0'10 =
18 19 20

=0'2851798 + 02791703 + 0'1215766 = 0'6769267 < 0'7, es cierto que p(X =18) < 0'7.




5 5
Tenemos p(X = 0) = (oj .0'20-0'8®) = (0'8)° = 0'32768.  p(X =5) = (5} .0'25-0'8© = (0’8)° = 0'00032.

Luego es mas probable que ninguno abandone los estu dios.

(c)

El valor esperado de bombillas con una vida Util de al menos 800 horas si se toma una muestra de 100
bombillas fluorescentes es igual a 10.

Sabemos que la media de una variable X que sigue una binomial B(n, p) es n-p, en nuestro caso tenemos la
binomial B(100, 0'9) y la media es 100-0'9 = 9 < 10, luego es faso que el valor esperado de bombillas

con una vida util de al menos 800 horas si se toma una muestra de 100 bombillas fluorescentes es
igual a 10.

Opcion B

1B.- Halle los valores de a y b para que la recta de ecuacion y=6x + a sea tangente a la curva f(x) = ELfl
X

en el punto de abscisax =0

Escriba las funciones que se obtienen. 2'5 ptos
Solucién
La recta tangente a la gréfica de f(x) en x =0 es: y —f(0) = f ‘(0)- (x — 0)
bx-1 0-1

fx)= ——, f(0) = — =-1.

®) bx+1 © 0+1

f(x) = b-(bx+1) - (Ex'l)'b, f'(0) = b-(0+1) - (?'1)b =2b.

(bx+1) (0+1)
Luego la recta tangente en x =0 es: y +1 = 2b-Xx, es decir y = 2bx -1.
Igualando 6x + a = 2bx -1, tenemos 6 = 2b, b =3 y a=-1y las funciones son: y=6x -1 y  f(x) = §X+11
X

kx+2y+6z=0
2B.- Sea el siguiente sistema de ecuaciones {2x + ky + 4z =2
2x + ky + 6z = k-2

a. Discuta el sistema segun los valores del parametro k. (1’75 ptos)
b. Resuelva el sistema para k = 0. (0’75 ptos)
Solucion
()
Discuta el sistema segun los valores del parametro k.
k 2 6 k 2 6 0
Sea A=|2 k 4|y A*=|2 k 4 2 | lamatriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
2 k 6 2 k 6 k-2
k 2 6 k 2 6|Adjuntos
Como |A|=12 k 4 =12 k 4| tercera =(2)(k2-4)=2-(k-2)(k + 2).
2 k 6/F-F, [0 0 2 fila

De |A| =0, tenemos 2-(k-2)(k +2) =0, luego k=-2 y k=2.

Sik#-2 y k#2,|A] #0, tenemos rango(A) = rango(A*) =3 = nlmero de incognitas, por el Teorema de
Rouche, el sistema es compatible y determinado y tiene solucio n dnica.

2 2 6 2 2 60
Sik=-2,tenemos A=|2 -2 4|yA*=|2 -2 4 2
2 26 2 -2 6 4

En A como

6
4‘ =8+ 12 =20 #0, rango(A) = 2.



2 6 0 2 6 O[Adjuntos
En A*como |-2 4 2 =[-2 4 2| tercera =-(2)(28 + 36) = 128 # 0, rango(A*) = 3
-2 6 -4FR+2F, |-6 14 0|columna

Sik =-2, tenemos rango(A) = 2 #rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouché, el sistema es incompatible y
no tiene solucion .

2 2 6 2 260
Sik=2,tenemos A=|2 2 4|y A*=|2 2 4 2].
2 2 6 2 260
En A como ‘ =8-24=-16 #0, rango(A) = 2.
2 60
En A*como |2 4 2| =0 por tener dos filas iguales, rango(A*) = 2.
2 60

Si k = 2, tenemos rango(A) = rango(A*) =2 < numero de incognitas, por el Teorema de Rouché, el sistema
es compatible e indeterminado y tiene infinitas sol uciones , (mas de una).
(b)

Resuelva el sistema para k = 0.

Hemos visto en el apartado (a) que tiene solucién Unica, lo resolveremos por las transformaciones elemen-
tales de Gauss.

2y+6z=0 2y+6z=0
2x + 4z=2 =<2X + 4z=2 ,dedondez=-2,entrandoenla2® - 2x—8=2,luegox=5Yy
2x + 6z=-2(E;-E,) 2z=-4

entrandoenla1® - 2y—-12=0, luegoy = 6.

La solucidn del sistema parak=0es: (x,y,2z)=( 5,6, -2).

X+y=5
3x+z=14"

a. Encuentre la ecuacién del plano mtque contiene al punto A y es perpendicular a la recta r. 1'5 ptos
b. Consideremos P(1, 4, 2), un punto de larectar. Y sea s la recta determinada por los puntos Ay P.

3B.- Consideremos el punto A(L, 2, 1), y la recta r:{

Calcule el &ngulo que forman las rectasry s. 1'25 ptos
Solucién
(a)
Encuentre la ecuacion del plano mtque contiene al punto A y es perpendicular a la recta r.
X= m

X+y=5
Der: y ,tomamos x=m OR,conlocual y=5-m,yz=14-3m,luego r'yy=5-m
3x+z=14 =14 -3m

Para el plano mtnecesitamos un punto, el A (uno de la recta) y un vector normal, el n =u = (1, -1, 3) (el plano
es perpendicular a la rectar).

El plano pedidoes: mm=AXen=0=(x-1,y-2,z-1)*(1,-1,3)=x-y+3z-2=0.

(b)

Consideremos P(1, 4, 2), un punto de larectar. Y sea s la recta determinada por los puntos A y P. Calcule
el angulo que forman las rectas ry s.

Sabemos que el 4ngulo que forman dos rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores de di-
reccién con un origen comun, es decir cos(<r,s>) = |cos(<u,v>)|, para lo cual tomamos el valor absoluto del
coseno y nos aseguramos de que el angulo es el menor y no supera lo 90° sexagesimales.

EY HEY ]

De larecta r un vector directoresu =(1, -1, 3),de larecta s elv =AP =(0, 2, 1).
uev =(1, -1, 3)¢(0, 2, 1) =1, [|u]| = V(12+12+32) =V/(11) , ||| = V(0%+22+12) = V(5).

UV Jev
cos(a) = cos(<r, s>) = [cos(<u, v>)| = u-v

, de donde a = arcos[




El angulo pedido es o = arcos [

=

4B.- Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20% de las veces no suena. Cuando suena, llego tarde
a clase el 20% de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde es 0’9.

a. Represente el diagrama de arbol del problema. o's ptos

b. Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor

qgue el 20%. 0’75 ptos

c. Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0,5. 0'75ptos

d. Si un dia llego tarde a clase, ¢ cudl es la probabilidad de que haya sonado el despertador? o’s ptos

Solucion
(a)

Represente el diagrama de arbol del problema. 0’5 ptos

j = 82'25063362°.

UV _t D :arcos( !
EHEH V115 V55

Llamemos S, S¢, Ty TC, a los sucesos siguientes, “sonar el despertador”, "no sonar el despertador”, "llegar
tarde a clase" y "no llegar tarde a clase", respectivamente.

Datos del problema: p(S€) = 20% = 0'2; p(T/S) = 20% =02 ; p(T/S€) =90% =09, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

(b)

Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que el 20%
Me piden ver si: p(tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que el 20%) = p(SnT) > 20%

Como p(S nT) =p(S)-p(T/S) = (0'8)-(0'2) = 0’16 < 0’2, es falso que la probabi lidad de llegar tarde a cla-
se y sonar despertador es mayor que el 20%.
(©)

Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0,5.
Me piden ver si: p(no llegue tarde a clase es menor que 0,5) = p(T¢) < 0’5

Por el teorema de la Probabilidad Total:

Como p(TC) = p(S)-p(TC/S) + p(SC)-p(TC/SC) = (0’8)-(0’8) + (0'2)-(0’1) = 0’66, es falso que la probabilidad
de no llegar tarde a clase sea menor de 0’5.

(d)

Si un dia llego tarde a clase, ¢ cudl es la probabilidad de que haya sonado el despertador?

Me piden p(haya sonado el despertador si llego tarde) = p(S/T).
Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
PSNT) _ p(S)p(T/S) _ (08)(02)

< = 8/17 00'470588.
p(T) 1-p(T) 1-0'66

pS/T) =




